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Une r6solution 616mentaire de l'6quation diophantienne 
X 3 _. y2_ 1 
Charles Notari 
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Abstract. A complete solution in integers of the well-known diophantine equation 
y2 = x 3 + 1 is given by using elementary arguments based on the Pell-Fermat equation 
X 2 - 3Y 2 = 1. 
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R~sum~. On r~soud l'dquation diophantienne y2 = X a + 1 par des arguments dldmentaires lids h 
l'dquation de Pell-Fermat X 2 - 3Y 2 -- 1. 
Introduction. 
On sait (cf [5] chapitre 26) que l'~quation diophantienne y2 = x 3 + k (k E Z) n 'a  
qu'un hombre fini de solutions. Ainsi lorsque k -- 7 ou 11 il n 'y  a pas de solution. Mais 
il ne semble pas facile de les d~terminer explicitement (cf par exemple [2] p 183-184). Le 
cask  = 1, qui nous int~resse ici, a ~t~ trait~ par Euler par une m~thode de descente (cf [6] 
p 69-76) ; c'est aussi un cas particulier de l'~quation de Catalan ym _ x ~ = 1 (x, y, m, n 
entiers positifs, m, n > 2) r~cemment rdsolue par P. Mih~ilescu (cf [1], [4]). 
Une premiere idle pour r~soudre x 3 = y2 _ 1 consiste ~ ~crire x 3 = (y - 1)(y + 1) ce qui 
conduit ~ l'~quation de Thue X 3 - 2Y 3 = 1 (qui n 'a  qu 'un nombre fini de solutions d'apr~s 
le th~or~me de Thue [8]) ; d'apr~s un th~or~me de Mordell (theorem 5 p 220 de [5]) la 
seule solution avec XY ~ 0 est l 'unit$ fondamentale e de l 'anneau Z[~/2] ~ condition que 
celle-ci soit bin6miale ie e = a + b~f2. 
Dans une seconde m~thode on ~crit y2 = (x + 1)(x 2 - x + 1) = (x + 1)(x + j ) (x  + j2) 
off j = ~ ; on cherche ensuite les facteurs premiers communs ~ x + 1, x + j,  x + j2 
dans Z[j]. 
Ici on montre d'abord que le seul cas difficile est celui off x = 6t+2 ; on se ram~ne alors 
l '~quation de Pell-Fermat X 2 - 3Y 2 = 1, puis & la recherche des carr~s et double-carr~s 
dans des suites r~currentes de la forme Un+l = 4un - Un-1. 
Th~or~me 1. Les solutions enti~res de x a = y2 _ 1 sont ( -1 ,  0), (0, +1), (2,-4-3) 
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Preuve : On note tout d'abord que si (x, y) E Z × Zest  solution de 
X 3 ---- y2  _ 1 
x et y sont de paritds diffdrentes, premiers entre eux, et x _> -1 .  
(1) 
1) S ix  est impair, ondcr i t  x 3 = (y -1 ) (y+l )  ; y+ le t  y -1  sont alorsimpairs,  
y- l=a  a 
premiers entre eux, done : y + 1 b 3, a, b E Z 
d'ofi b 3 - a 3 = 2. (2) 
L'unique solution de (2) est a = -1  , b - -  1 ; en effet : (b -a ) (b  s+ab+a s) = 2 et 
b 2+ab+b 2=(b+9)  2+~-~_>0 mont rentqueb-a>0doncb-a=lou2 .  
e) s ib -a=l  onab  2+ab+a s=2=(b-a)  2+3ab=l+3a(a+l )  ie3a  2+3a=+1 
impossible 
~)s ib -a=2onab 2+ab+a s=l=(b-a)  2+3ab=4+3a(a+2)  ie3a  2+6a+3= 
0 = 3(a + 1) 2 dont l'unique solution est a = -1 ,  d'ofi b = 1. Cela fournit done la solution 
( -1 ,  0) de (1). 
On suppose ddsormais x pair. 
2) S ix  n'est pas congru ~ -1  modulo 3, on dcrit y2 = (x + 1)(x 2 - x + 1) le seul diviseur 
premier commun ~ x + 1 et x 2 -  x + 1 est p = 3 (car x 2 - x + 1 = (x + 1) 2 -  3x) 
donc ic i  PGCD(x  + I, x 2 - x + l) = l et :  
X + I = u  
x 2 -x+ 1 = v s, u,v e N (3) 
pour x = 0 on trouve y = ±1 d'ofi les solutions (0, ±1) de (1) 
sinon x >_ 2 : on derit v 2 = (x -  1)2 + ¼ > (x -  ½)2 d'ofi v > x -  1 et 
v s = x 2 - x + 1 < x s d'ofi 
v<x : vE]x -1  5,x[ : impossible 
I1 reste done $ examiner le cas x - -1  modulo 3 et x pair, soit x = 6t + 2, t E N. 
3) On a:  
y2=(6t+2)  3+1=9(24t  a+24t  2+8t+l )=9(2t+l ) (12t  2+6t+1)  
PGCD(2t+l ,12t  2+6t+1)=1 (car l2 t  2+6t+l=6t (2t+ l )+ l )  
d'ofi 2t + 1 = a 2 a E N d'une part, et d'autre part 
12t 2 + 6t + 1 = b 2 b C N (4) 
On dcrit (4) sous la forme 12t 2 + 6t + 1 - b 2 = 0 d'ofi t = -3±~ . comme t > 0 on a 12 ' 
t -3+J i -~-a  E N cela impose 12b 2 3 c 2 
- is - = , cCN;a lo rs3d iv i sec  : c=3ddonc  
4b 2 -1 - -3d  si .e.  : 
(2b) 2 - 3d 2 = 1 
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(X, Y) = (2b, d) est donc solution positive de l '~quation de Pel l -Fermat 
X 2 - 3Y 2 = 1. 
Or a = 2 + v~ donne la solution fondamentale (2, 1) de (5) et les relations 
a n = un + snx/3,  n > 0 
fournissent outes les solutions positives (un, sn) de (5) : u0 = 1 
2 st = 1 et Un+l  = 4un - Un-1 
8n+l  : 4Sn - -  8n -1  
(car a 2 = 4a  - 1, cf [3] ch. XIV, [7] p 76-78) 
(5) 
80 ~ O~ 721 
Ici 2b = u~ est donc pair ; or un+l -- un-1 mod 2 et u0 impair, ul pair  montrent  que n 
doit ~tre impair  : n = 2N + 1 
donc ~ 2b = u2N+l 
[ d = S2N+I  
avec t - -3+~ _ - l+d _ -l+s2N+l puis 12 4 4 
a 2 : 2t + 1 -- 82N+1 -~" 1 
2 (6) 
4) O~ n+l : o~no~ s'~erit 
d'ofl les formules 
'gn+l -~ Sn+lV/-~ = (?l,n + SnV/3)( 2 -~- V/~) 
donc S2n+l 
donc f inalement 
Un+l  = 271, n -t- 3Sn 
Sn+l = 2sn + Un 
eta  2n+1 = an+la  n s'~crit u2n+l + s2n+lV/-3 = (un+l + sn+lX/3)(un + snx/-3) 
UnSn+l + SnU.+l = U~Sn+l + sn(2Un + 3S.) d'apr~s (7) 
~tnSn+ 1 -[- 2Sn~tn + 3S  2 
unsn+l + 2shun + u 2 - 1 
unsn+l + un(2sn + un) - 1 = unsn+l + unsn+l - 1 d'apr~s (8) 
(7) 
(8) 
s2n+l = 2unsn+l - 1 (9) 
en reportant  dans (6) on a 
UNSN+I  = a 2 (10) 
Puisque SN+I = 2SN + UN on v0it que (SN et UN ~tant premiers entre eux : U~v- 3S~v = 1) 
le seul diviseur premier commun £ Ug et SN+I est p = 2 ; comme Un+l ------ -u~- i  modulo 
4 on a deux cas : 
5) Si Nest  pair : 
alors UN est impair  donc PGCD(uN,  SN+I) = 1 (10) implique que UN et SN+I sont 
des carr~s ; en admettant  provisoirement le th~or~me 2 qui suit on a N = 0 d'ofi 
2t + 1 = a 2 = uosl  = 1,  t = 0 ,  x = 2 et les solutions (2,=t=3) de (1). 
6) Si Nest  impair  
On lit (un) modu lo4 :  u0-1 ,  u1~-2 ,  u2- -3 ,  u3=-2 ,  u4-1 ,  u5-2 :  lap~r iode 
est t = 4 et on voit que N impair  ~ Ug -- 2 mod 4 donc ~ est impair  et premier avec 
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2SN+I. Alors a 2 = -~.2SN+I montre que 28N+1 est un carrd ; d'aprts le thdorbme 2 qui 
suit cela impose N + 1 -- 0 : impossible. 
Fin de la preuve. 
Thdor~me 2. On consid~re les suites rdcurrentes (u=),>0 et (s,)n>o ddfinies par : 
u0 = 1, ul m- 2~ Un+ 1 = 4U n -- Un_l~ n > 1 
so=O,  sl = l, sn+l = 4s~ - sn-1, n > l 
Alors 
a) u,~ est un carrd (dans Z) si et seulement s in  = 0. 
b) 2sn est un carrd (dans Z) si et seulement s in  = 0. 
Preuve : 
La solution fondamentale de l'dquation de Pell-Fermat X 2 - 3Y 2 = 1 est X = 2, Y = 
1 ; a = 2 + ~ fournit toutes les solutions positives (X, Y) = (u~, Sn) selon o n = 
Un + S,V/-3 n > 0, oh les suites (u=), (sn) sont celles de l'dnoncd ([7] p 76-78) 
a) 
1) On l i t lasu i te (un)n>omodu loS :  uo -1 ,  u l -2 ,  u2=7,  u3-=2,  u4-1 ,  u5 -2 :  
la suite est cyclique de pdriode t = 4. Les carrds modulo 8 sont 0, 1, 4 donc si un est un 
carrd on a ndcessairement  --- 0 rood 4. 
2) Ensuite on lit modulo 5 : u0 = 1 , ul - 2 ,  u2 = 2 ,  u3 = 1 , u4 - 2 donc la pdriode 
est t = 3 ; les carrds modulo 5 sont 0, 1, 4 donc si u,~ est un carrd on a ndcessairement 
n -- 0 mod 3. Ainsi si un est un carrd nest  divisible par 12. 
3 + 9U=S2 + 3U2S=X/~ + 3V~S 3 ; 3)On a u3= + 83nV/~ ~- a 3n ~-" (oln) 3 : (un -'~ 8nV~)  3 = u n 
3 9Un 82n ; U n en dgalant les parties rationnelles : u3~ = un + or 2 _ 3s~ = 1 donc 
3 +3un(u 2 1) 4u3n-3u~ en particulier si n= 12m on = + = u .  - = 
trouve : 
4) u12m = u4m(4u2,n - 3) ; le seul diviseur premier commun £ u4m et 4u2m - 3 est p = 3 ; 
or modu lo3onau0=l ,  u l -2 ,  u2 -= l ,  u3 -2donc lapdr iodeest t=2etonvo i t  
que, pour tout n, u,  n'est pas divisible par 3 ; donc u4m et 4u2,n - 3 sont premiers entre 
eux. 
?.t4m = j2  
I1 en rdsulte que si u12m est un carrd, u4m et 4u42m-3 aussi : 4U~m - 3 = k 2 (k > O) 
d'o  (2 4m - k)(2 4  + k) = 3 
k > 0 il s'ensuit que 2u4,~- k > 0 et ndcessairement ~ 2U4m - k = 1 Comme 2ua,~ + 
( 2U4m + k = 3 
alors u4m = 1 ce qui impose 4m = 0 (la suite (urn) est strictement croissante) et 
n----0. 
b) On lit la suite (2s~) modulo 4 : 
2So = 0 ,  2sl = 2 , 2s2 = 0 ,  2s3 = 2 : la pdriode est t = 2, et les carrds modulo 4 sont 
0, 1 donc ndcessairement si 2s~ est un carrd n est pair : n = 2m 
Or a 2~ = (~m)2 s'dcrit U2m + s2mv~ = u~ + 3s2m + 2ums,~v'~ 
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donc en 6galant les parties rationnelles : 
82m ~ 2UmSm 
2 _ 3S~ 1) on voit que soit 2s~ = 4umsm.  Alors, urn, sm ~tant premiers entre eux (car u m = 
um et sm sont des carr6s ; d'apr~s a) m = 0 donc n = 0. 
Je remercie Alain Faisant de sa pr~cieuse collaboration, et Yann Bugeaud qui a relu 
tr~s attentivement le texte. 
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